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RESUMEN

En este trabajo se establece un isomorfismo entre la teoria de vortices y la teoria
electromagnética, con el objeto de obtener la Ley de Biot-Savart y establecer una base teotrica
gue dé cuenta de su comportamiento. Utilizando la teoria de vortice a través de la geometria del
hilo de vortice se encuentra en forma tedrica la ley de Biot-Savart (B-S), permitiendo con esto
establecer una analogia entre vorticidad y densidad de corriente como fuentes de induccién de
campos de velocidad y de campos magnéticos. Dentro de este contexto, el uso del teorema de
Helmholtz (de la descomposicion) juega un rol importante y es fundamental en la obtencion de
una expresion matematica que dentro de la teoria electromagnética recibe el nombre de ley de
B-S.
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INTRODUCCION

La realizacion de este trabajo tiene que ver con el hecho que la mayoria de la informacion que
aparece en la literatura, muestra que la ley de B-S ha sido obtenida a partir de diversos
experimentos los cuales constituyen su base experimental. Dado que el desarrollo de este
trabajo involucra algunos tépicos tanto de la teoria electromagnética a través de la ley de B-S
(Jackson (1998) y Panofsky et al (1962)) como de la teoria de vértice a través del hilo de vértice
o vorticoso (Helmholtz (1858) y (1867)) en esta introduccion se destacan algunos de los
aspectos que se consideran mas relevantes de ambas teorias.

La teoria electromagnética y la ley de Biot-Savart: Fue Oersted quien en 1819 observé que
al pasar una corriente eléctrica por un conductor (un alambre) se producian desviaciones en
dipolos magnéticos ubicados en sus cercanias, esto indica que las corrientes eléctricas son
fuentes de campo magnético (Jackson (1998)). Biot y Savart en 1820 y posteriormente Ampere
entre los afios 1820 y 1825, mediante experimentos mas elaborados, establecieron por formas
distintas las leyes experimentales bésicas que relacionan al campo magnético B (induccién
magneética) con las corrientes eléctricas I.

La relacion fundamental establecida por Biot y Savart, considera lo siguiente: si dl es un
elemento de longitud de un conductor muy delgado por el circula una corriente eléctrica I en el
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sentido de dI, y 7 es el vector posicion que va desde dl hasta un punto p que es donde se
quiere determinar el valor del campo dB, tal como se muestra en la figura N° 1, entonces el
campo magnético dB enel punto p debido al elemento de corriente en dl, esta dado por:

d§ _ Mol (dIxP) (1)

4 13

S

Dado que 7 = -, entonces se puede escribir:

3 _ Mol (dIX?) _ pol  (dix?)
B = 4nf r3 47rf r2 (2)
Cabe destacar que la ecuacion (2) es la que se pretende obtener en forma tedrica a partir de la

teoria de voértice, para lo cual es necesario previamente considerar algunos conceptos y
aspectos que son relevantes para realizar la descripcion.

Figura N° 1

La teoria de vortices: Dentro del contexto de la dinamica de fluidos (Kundu et al (2002)) se
puede comentar que un vortice se forma cuando el fluido se moviliza en torno a un circulo,
como espiral o en forma de hélice. Este tipo de movimiento puede encontrarse en fenbmenos
naturales, como los remolinos o torbellinos. La vorticidad (Kragh, H. (2002) y Steven van der
Laan (2012)) es un concepto matematico usado en dindmica de fluidos que se puede relacionar
con la cantidad de circulacién o rotacion de un fluido y se define como la circulacién por unidad
de area en un punto del flujo (Lighthill (1986) y Saffman (1995)).

Tubo de corriente y tubo de vértice: Para tener una mayor claridad con respecto de los
conceptos utilizados y en particular con el hilo de vértice, es necesario realizar una descripcién
y establecer una analogia entre tubo de corriente y tubo de vértice.

Se considera que un tubo de corriente es aquel donde sus paredes estan formadas por lineas
de corriente tal como se muestra en la figura N° 2 (a).Segun la definicion de lineas de corriente
a través de la pared de este tubo no existe flujo. Si la seccion del tubo es infinitesimal, entonces
éste recibe el nombre de hilo de corriente.

Por analogia con un tubo de corriente, se define un tubo de vértice como aquel donde sus
paredes estan formadas por lineas de vértice figura N° 2 (b), que es aquella donde su tangente
en todos los puntos es paralela al vector vorticidad en un instante dado figura N° 3. Si la seccién
del tubo es infinitesimal, entonces éste recibe el nombre de hilo de vortice o hilo vorticoso.

La figura N° 2 (a) muestra un segmento de tubo de corriente con secciones A; y A, y sSus
velocidades respectivas 171y V,, en la figura N° 2 (b) se muestra en forma similar un tubo de
vortice donde w, corresponde a la vorticidad en la seccién 1y @, a la vorticidad en la seccién 2,
el concepto de vorticidad w sera definida mas adelante, mientras tanto se puede comentar que
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ésta corresponde a la circulaciéon por unidad de area en un punto del flujo tal como se mencioné
anteriormente.

17)2 A, Wy Ay
>d A - dg
= w
4 Lineas Lineas
de corriente de vortice

17)1 ; A1 6)1 ; Al
Tubo de corriente Tubo de vortice
Figura N° 2 (a) Figura N° 2 (b)

DESARROLLO

Los origenes de la dinamica de vortices se encuentran en el trabajo fundamental de Hermann
von Helmholtz, quien introdujo los conceptos de la linea de vértice y de hilo de vértice en el cual
el fluido delimitado por las lineas de vértice pasan por los puntos de una "curva cerrada
infinitamente pequefa”, ademas también derivé la ecuacion de la vorticidad para un fluido ideal
incompresible. El aflo 2007 marcé el centenario de la muerte de William Thomson (Lord Kelvin)
(Thomson (1869)), uno de los grandes pioneros de la dinamica de vértice del siglo XIX. Kelvin
se inspir6 en el famoso articulo de Helmholtz (Helmholtz (1858)) “Ueber Integrale der
hydrodynamischen Gleichungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen”. También
traducido y publicado en inglés por P.G.Tait (Tait (1867)).

Hilo de vortice: Teniendo presente lo anterior, es posible dibujar el hilo de vortice como se
observa en la figura N°3, donde se ha agregado otro concepto auxiliar para realizar la
descripcion del sistema, que es la linea de vértice y (o linea de campo de vortice) en analogia
con la linea de fuerza o de campo del electromagnetismo. En la figura N° 3 se muestra un hilo
de vértice (hv) con circulacion T y con lineas de vortice y.

v

Figura N° 3

Analogia entre teoria de vortice y teoria electromagnética: La circulacion T se define como
la integral alrededor de la curva, de la componente de la velocidad tangente a la curva. Si dl
representa un elemento de contorno en una curva cerrada C y V es la velocidad en ese punto
figura N° 4, entonces la circulacion se puede escribir en la forma:

r=¢ vV-dl (3)



CONGRESO CHILENO DE . .
EDUCACONENINGENIERIA  FORMACION DE CAPITAL HUMANO EN INGENIERIA
UFR02016 EN EL CONTEXTO DE UNA SOCIEDAD GLOBAL

Si se utiliza el teorema se Stokes sobre una superficie abierta A limitada por una curva cerrada
C, se puede escribir

N

§. V-di=[, (VxV)-dA (4)
fidA

C
Figura N° 4

Donde d4 = fidA y 7 es un vector unitario normal a la tangente en un punto de una superficie.
Ahora la circulacion se puede escribir como:

I=[, (VxV)-dA (5)

Por convencion esta integral se hace en sentido opuesto a las manecillas del reloj
La vorticidad & se define como el rotacional de la velocidad V, esto es:

—

B=VxV (6)

Con lo cual la circulacién se puede expresar a través de la vorticidad mediante la ecuacién
r=/[, «-d4 (7a)

La ecuacion anterior es relevante puesto que permite relacionar y comparar la teoria de vortices
con la teoria electromagnética a través de una ecuacién para intensidad de corriente eléctrica I,

expresada en término de una densidad de corriente f
1=, J-dA (7b)

Por otro lado, en la figura N° 5(a) se muestran las lineas de campo y el campo magnético B
inducido por una corriente eléctrica | que pasa por un alambre. En la figura N° 5(b) se muestran

las lineas de vértice y el campo de velocidad V inducido por la circulacién T' que pasa por un
hilo de vortice.

A A

r

Figura N° 5(a) Figura N° 5(b)
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Teniendo presente las figuras anteriores, se puede construir la tabla |, donde se establece una
analogia entre algunos conceptos de la teoria electromagnética y la teoria de vortices que
corresponde a la parte central de este trabajo y que es lo que se pretende relacionar.

TEORIA ELECTROMAGNETICA

TEORIA DE VORTICE

Alambre conductor con corriente que induce
un campo magnético B

Hilo de vértice que induce un campo de
velocidad V

Lineas de campo magnético generada e
inducida por el alambre con corriente

Lineas de vortice (lineas de campo de
velocidad) generada e inducida por el
hilo de vortice

Corriente eléctrica a través de una elemento
de seccioén transversal dA de un alambre
conductor y densidad de corriente J

Circulacion o corriente a través de una
elemento de seccion transversal dA de
una linea de vértice y y circulacion T'

1=, ]-dd; =5 (7b)

dA

r=/J, c‘o’-dﬁ;m:% (7a)

Tabla |

Geometria del hilo de vartice: En lo que sigue consideraremos un modelo particular, el hilo de
vortice (Santal6 (1969)). Recordemos que dado un campo de vectores A podemos construir con
él un nuevo campo U, llamado campo de vértices o campo de rotor del campo A dado por:

U=VxA4A (8)
Las lineas de vortice son tales que en cada punto tienen por tangente al vector vorticidad figura
N°5 (a), ahora si consideramos una curva cerrada sin nudos y si por cada uno de sus puntos

pasamos una linea de vortice obtenemos un tubo de vértice, si la seccién normal del tubo es
infinitesimal obtenemos un " hilo de vértice".

Y C dl dl

P © AN
P T @
r
0 Figura N° 6 (b).

Amplificacion de dI para localizar la
seccién A y visualizar el elemento de
volumen dt = Adl

Figura N° 6 (a).
Hilo de vortice con linea de vortice y

Consideraremos ahora un campo de velocidades V, tal que sus derivadas parciales son
continuas en todo el espacio.Entonces de acuerdo al teorema de Helmholtz de la
descomposicion (Arfken et al. (1995) y (2005)) que afirma que cualquier campo vectorial
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V puede ser descompuesto en la suma de una componente irrotacional (cuyo rotor debe ser
cero) y otra componente rotacional o solenoidal (cuya divergencia debe ser cero) en la forma.

V=Vo+Vx® 9)

Luego Vx (V¢p) =0, y V- (Vx @) =0, donde ¢ es el potencial escalar del campo y @ el
potencial vector del mismo campo. Para encontrar ¢ aplicamos el operador divergencia en la
ecuacion (9) y obtenemos

V-V =v2¢ (10)
Cuya solucién es

o=-L2ar (11)

Analogamente, para encontrar w aplicamos ahora el operador rotor a la ecuacién (9) y
obtenemos

VxV=Vx(Vxa®)=V(V -3)- V& (12)
Si ahora imponemos sobre & la condicién de ser rotacional, entonces tenemos que:
V-8=0 (13)
Bajo estas condiciones la ecuacion (12) se transforma en la ecuacioén (14), dada por:

VxV =-v2@ (14)
Cuya solucién esta dada por:

B=— g (15)
Reemplazando los resultados de las ecuaciones (11) y (15) en la ecuacion (9) obtenemos:

= 1= VV 12 Vxv
V==—EV<deT>+EVX(f—dT) (16)

"
Cabe destacar que en la teoria de vectores, la ecuacion (16) representa un resultado general.

Consideremos ahora la velocidad creada por un hilo de vortice, esto significa que en la ecuacion
(16) hacemos:

V-V=0 (17)

Lo que implica que el campo de velocidades no tiene fuentes ni sumideros (desagies), y la
velocidad inducida por el vortice es:

= 1= ®

V==_—Vx([2ar) (18)

4T
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Donde el vector vorticidad queda definido por la ecuacién (6) como: w = V x V. En la ecuacion
(18) la integracion es sobre la linea de campo de vértice y, y r es la distancia de un punto Q del
hilo de vértice a un punto P de la linea de campo de vortice que es el punto donde se evalla el
campo de velocidades V. Para visualizar en mejor forma el elemento de volumen de la linea de
campo de vortice, se ha realizado una ampliacién del elemento de longitud dlI permitiendo
localizar su seccion A como se observa en la figura N° 6 (b), entonces se puede escribir que
este elemento de volumen esta dado por dt = Adl.

Si y es una linea de campo de vértice y T es el vector unitario tangente (o versor), tal como se
muestra en la figura N° 6 a), se puede escribir, @ = |w|T, por otro lado, el elemento de
volumen dt = Adl se puede ser expresar como el producto de una seccién de la linea de campo
de voértice y la altura, que en este caso corresponde al elemento de la longitud de arco dl, bajo
estas consideraciones la ecuacién (18) se transforma en.

|| T

V=-—Vx([=aa) (19)

Sabemos que para un hilo de vértice tanto el médulo del vector vorticidad |w| como el area A de
una seccibén es constante (Panofsky et al (1962)), luego la ecuacion (19) la podemos escribir
como:

=L, 7 ()a) @0

Donde T = |w|A lo que finalmente nos da el resultado.

= r 7xT
V=—of (5)a (21)
Haciendo T'dl = dI, obtenemos
= r 7xdl
V=—ih () @2)
Dado la propiedad anti conmutativa del producto escalar, también se puede escribir
=L ()L (dbt
V_4n.fy (r3 >_4-an <r2 ) (23)

Dada la estructura y similitud que tiene la ecuacion (23) con la ecuacién (2), en
electromagnetismo esta expresion recibe el nombre de "ley de Biot-Savart".

CONCLUSIONES

Teniendo presente las ecuaciones (7a) y (7b) que relacionan en forma respectiva la vorticidad

 con la circulacion T' y la densidad de corriente J con la corriente eléctrica |, se encuentra una
analogia entre vorticidad y densidad de corriente como fuentes de inducciéon de campos de
velocidad y de campo magnético. Esta analogia se puede apreciar en forma mas directa al
comparar la ecuacion (23) con ecuacion (2).

Si en la ecuacion (23) se toma en consideracion la analogia establecida en la tabla I, y la
circulacion T se relaciona con la intensidad de corriente | que circula por un alambre conductor,
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a través de I' = y,l, se encuentra que el valor del campo de velocidad V corresponde al campo

magnético B de la ecuacion (2), obteniéndose una equivalencia entre la ecuacion (23) que se
deriva de la teoria de vortice y la ecuacion (2) que corresponde a la ley de Biot-Savart del
electromagnetismo. En las figuras N° 5(a) y N° 5(b), y en la tabla I, se muestra una
representacion esquematica de la equivalencia mencionada anteriormente.

Dentro del contexto de la teoria de vortice, lo mas importante es la utilizacion del teorema de
Helmholtz de la descomposicion que permite que en un flujo incompresible su campo de

velocidad V, pueda ser escrito como un vector suma de una componente irotacional y otra
componente rotacional ecuacion (9), lograndose con esto encontrar una ecuacion equivalente y
que corresponde a la ley de B-S (23), la cual puede ser utilizada para calcular el campo de
velocidad inducida por un conocido campo de vorticidad, ley que también es aplicable y muy
importante en la teoria electromagnética donde permite describir las propiedades magnéticas de
una corriente eléctrica, estableciéndose que las corrientes son fuentes de campo magnético.
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